Rachunek prawdopodobienstwa i statystyka

Komentarz do wyktadu z 2. kwietnia
Definicja 1. Funkcjqg tworzgcqg momenty zmiennej losowej X nazywamy
Mx(t) =E (e"). (1)

W wypadku dyskretnym
Mx(t) = Zexp (tzk) - D,
k

natomiast w wypadku ciggltym
My (t) = [ew () d.
R

Twierdzenie 1. Zalozmy, ze zmienne X,Y sq niezalezne. Niech V =aX +b, Z = X +Y, gdzie
a#0. Jest wéwczas My (t) =e™- My (at) oraz My (t) = Mx(t)- My (t).
Dowad.

Mv(t) -E (et(aX+b)) -E (etb e(at)X) — etb . Mx(at),

Myz(t) =E (X)) =E (e ) @g (e)-E(e™) = Mx(t) - My(t).

(a) Poniewaz zmienne X,Y sa niezalezne, to niezalezne sg tez zmienne e, e O

Kilka przykladow “MGF-6w”

Przyktady:
(i) Niech X ~ B(n,p). Prawdopodobienistwa py sa dane wzorem py = (Z) pF(1-p)"*. Stad

n

Mx (t) = Zet’“p = Ze““( )p (1-p)"* =3 (:) (p-e) (1-p)"*C (p et +q)"

k=0
(b) Wzér dwumianowy: (a +b)" = " (n) ak pk,

oo \k
oy s . AP
(ii) Niech X ~ Poisson(\). Teraz p, = e - R Poniewaz w rozwinieciu € w szereg nieskonczony
o 2t oA ) (A- et) ©
Z:: e wiec wynika stad, ze Mx(t) = Z o= Z eMe'-1).

(iii) Rozktad B(n,p) jako suma rozktadéw “0-1”. Przeprowadzamy n niezaleznych préb z ppb
sukcesu p w kazdej probie. Jezeli X}, oznacza zmienng losowa zliczajaca sukcesy w k-tej probie,
to rozktad zmiennej X nazywamy rozktadem “0-17.

X 0 1
pe|1-p p°

Dla funkcji tworzacej momenty zmiennej X; mamy proste wyrazenie
My, (t) =E(e"*)=(1-p)-e"+p-e' =p-e' +q.

Poniewaz X = X; +...+ X,,, a zmienne X} sa niezalezne, wigc?

My (t) = ﬁMxku) (et )




(iv) Rozktad Gamma(b,p). Gestosé f(x) = 2P le® dla z € (0, 00), parametry b,p € R.

(b-t)x
(b—t)dz [:(*)'

br
I'(p)
bp o)
Mx(t) = —F(p) ‘/0 el Pt e g = j dz

Dla t € (-00,b) jest dalej (granice catkowania)

(*) = % : ﬁ foooe_“ P du = (%)p = (1 - %)_p.

(v) Znajdziemy teraz funkcje tworzaca momenty dla rozktadu N(0,1). Gestosé tego rozktadu

to f(x) = j_ﬁ e/

Mx(t) =E(e¥) \/%/ el ‘wz/de—\/%/H;exp[—ﬁézxt]dx:
orle) g L[5 e

—exp( )\/%/ _“/Qdu—e

*MGF sumy niezaleznych zmiennych to iloczyn ich MGFs-6w.

, gdzie x € R. Funkcja tworzaca momenty to:

u=x-t

du = dx

Rozklad normalny

Definicja 2. Mdéwimy, ze zmienna losowa X podlega rozkladowi normalnemu z parametrami ., o>
(X ~ N(u,0?)) jedynie wtedy gdy gestosé jest okreslona wzorem

fx) =

o2

1 ( (ﬂf—u)Q)
exp (-2} qlazeRr. 2
oriad (2)
. . . 2 . . X_,U . ,
Twierdzenie 2. Niech X ~ N(u,0°) i niech Y = ——, gdzie 0 >0. Wéwczas Y ~ N(0,1).
o

Dowéd. Udowodnimy twierdzenie klasycznym sposobem: od dystrybuanty do gestosci.

Fy(t):P(Yst):P(XU_Mst):P(Xgo—t+u):FX(at+,u).

Roézniczkujac powyzsze rownanie obustronnie wzgledem zmiennej ¢ otrzymujemy

2

exp (—%) ~N (0,1).

Frt) = fulot o)==

O

Definicja 3. Niech zmienne losowe X1, ..., X, bedq niezalezne i podlegajq rozktadowi N(0,1). Roz-

ktad zmiennej losowej Z = Zn:X,z nazywamy rozkiadem chi-kwadrat z n stopniami swobody 7 ozna-
k=1

czamy symbolem Z ~ x*(n).

Whnioski (cze$é 7z nich bedzie trescia zadan na éwiczeniach)



1. “Odwrécenie” twierdzenia jest nastepujace: Jezeli S ~ N (0,1) 1T =0S +pu, to T ~ N (u, 0?).
2. Wiemy, ze dla rozkltadu U ~ N (0, 1) jest My (t) = exp (%) Korzystajac z tw. 1 (pierwszy wzor)
otrzymujemy MGF dla rozktadu N (p, 0?)

242
My (t) = exp (ut+ J—) :

2
3. Jezeli U ~ N (0,1), to U? ~ Gamma(/2,1/2) = x*(1).
4. Niech Uy, ...,U, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie N (0,1) kazda. Niech,

oprocz tego, Z = y UZ. Wowezas Z ~ Gamma (1/2,7/2) = x?(n).
k=1

5. Niech Uy, ..., U, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadach (odpowiednio) N(ju, 07).
Niech, dodatkowo, Z = Z apU,. Wowcezas Z ~ N (Z Qb Z ozia,%).
k=1 k=1 k=1
6. Jezeli Uy,...,U, sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie N (u,0?) kazda, oraz
1 n

nS?
§%= Z(Uk—H)ZatO ?”Xz(n)-

L '
7. = oo. Pozostale uwagi. . .

Uwaga (o rozkladzie normalnym 2-wymiarowym)

Ponizej, nieformalne okreslenie 2-wymiarowego rozktadu normalnego. Nieformalne, poniewaz moz-
na podaé¢ zwarty wzér na gestosé¢ n-wymiarowego rozktadu normalnego (co nastapi w niedalekiej
przysztosci).

2

1 . o 0109
HU1 oraz macierz 3 = 1P
M2 pPO102 05

ze jest nieosobliwa (odwracalna). Funkcja gestosci f(z,y) zmiennej losowej (X,Y) nazywamy

_ 1 oL (@) (=pe)® 2p(z — )y — po)
)= o 2(1_[)2)[ / 2 ]) )

07 05 0102
7 powyzszego wzoru mozna wyliczyé, ze zmienne brzegowe X,Y maja rozktady X ~ N(u,0%),
Y ~ N(pa,03). Oprécz tego wspdlezynnik kowariancji zmiennych XY to poyos.

Dany jest wektor u = l O macierzy Y zaktadamy tez,

Trojwymiarowa zmienna o rozktadzie normalnym: wzor zajmuje 3-4 wiersze. W podsumowaniu:
jezeli na muralu zobaczymy wzor (3) to mozna przejsé obok napisu bez zadnych emocji, jest to po
prostu normalny rozktad.

Rozpatrzmy 2-wymiarowa zmienna (X,Y") ~ N(u, X). Jezeli kowariancja Cov(X,Y") = 0, to wynika

2
stad, ze X = [ %1 52 | czyli p=0. Wzér (3) mozna przepisaé jako
2
1 1(x— )2 1 1 (y = p2)?
flz,y) = exp (—— . O e 4
(@) V2ro, 2 of 2109 2 o3 4)

Whioskujemy stad, ze zmienne brzegowe X,Y sa niezalezne; dodatkowo X ~ N (uy,0?), a tak-
ze Y ~ N (pg,03). Mamy zatem szczegdlny wypadek, kiedy tw. 2 z notatki 4. mozna odwrdcié,
a mianowicie

Twierdzenie 3. Dana jest zmienna losowa (X,Y) ~ N(u,>?). Jezeli Cov(X,Y) =0, to zmienne
brzegowe X,Y sq niezalezne

<

7 powazaniem,
Witold Karczewski



